1.統計學的意義                                                                 

    統計學是在面對不確定的情況下，提供一種可做出較為聰明、科                   

學化決策之方法。它的過程包括對資料的蒐集、整理、陳示、解釋與                   

分析，且大都以機率的方式來表達。                                               

 ┌─┐        ┌───┐        ┌─┐        ┌───┐                      

 │資│        │蒐  整│        │陳│        │解  分│                      

 │  │  ═＞  │  、  │  ═＞  │  │  ═＞  │  、  │                      

 │料│        │集  理│        │示│        │釋  析│                      

 └─┘        └───┘        └─┘        └───┘                      

(重要的)       (抽樣調查)      (統計圖表)      (敘述統計)                      

(感興趣)                                       (推論統計)                      

                                                   │                          

                                                   ↓                          

                                              統計學重點                       

    其主要應用在於：                                                           

 a.使資料變得更有意義                                                          

 b.處理發生結果不確定性的問題                                                  

 c.分析各種資料間之關係                                                        

 d.預測                                                                        

2.資料基本分析法：包括集中趨勢及離散趨勢的衡量。                               

~t52g2;                                                                        

集中趨勢：觀察資料較常現之位置，主要使用之測量方法有平均數、                 

            中位數、眾數。                                                     

a.平均數(Mean)                                                                 

                ˍ     Σ Xi       ( X1+X2+...+Xn)                             

  公式：        Ｘ ＝ ──── ＝──────────                          

                         n                n                                    

a.中位數(Median)                                                               

  將資料表大小排列，選擇位置居中者為平均所在。當資料個數有 n個                 

  則                                                                           

   n為奇數：                                                                   

    中位數為第 ( n＋1 )/2 個資料值。                                           

   n為偶數：                                                                   

    中位數為第  n /2 與第 ( n＋2 )/2 個資料值之平均數。                        

C.眾數(Mode)                                                                   

  一組資料內出現次數最多之數值稱為眾數(一般以Mo來表示)。                       

  較常用來比較屬質的資料。                                                     

離散趨勢：                                                                   

  為何還要衡量離散趨勢？                                                       

  集中趨勢資訊不夠，故需再加另外的資訊判斷。                                   

  例1:新進員工薪水                                                             

  例2:某股票的股價變化                                                         

  關於資料的離散程度，可使用的指標亦很多，這裡介紹二種：                       

a.全距  b.變異數                                                               

a.全距(Range)                                                                  

  全距＝( Max Xi - Min Xi)                                                     

  全距與眾數一般，均為一較粗略之指標，故在統計上較少用來衡量                   

  離散程度。                                                                   

b.變異數(Variance)                                                             

  變異數係以每個資料數值與平均數之差異情況為計算基礎，其公式                   

  為：            _                                                          

            Σ(Xi - X)2         ΣXi2     _                                      

    S ＝─────────  ＝─── － X2                                      

                n                n                                             

  因S2  與原資料的單位不同，為取一致，有時亦以其開根號 S                  

  (稱標準差)衡量離散程度。                                                     

例:                                                                            

    三組資料                 _                                              

        45,56,52,72,64,59       X =58       S=8.6                              

                              _                                              

        55,56,54,62,64,57       X =58       S=3.7                              

                            _                                              

        58,58,58,58,58,58      X =58       S= 0      

    前面所提之集中趨勢及離散程度之指標，可讓我們大概了解資料                  

的散佈情形，但是為什麼只介紹這二種指標呢？因為下面的定理提供                  

了一個很好的說明。                                                            

3.柴氏不等式(Chebyshev's  Inequality)：~t112;                                 

  在任何的資料分配中，觀察值落於平均數左右 k個標準差內的比例                  

至少為(1-1/k)2。                                                               

即                                                                            

          _               1                                                 

  Ｐ(│Xi- X│< ks ) ≧ 1 - ──                                               

                          K2                                                 

其中                                                                          

    k > 1 ， s 為所有樣本觀察值之標準差。                                     

例:某人研究A股票之過去資料知其平均每日漲跌率為0.24％，標準差                  

   為0.04％，今有消息指出，該股票明日將漲1％以上，在未有突發                  

   狀況下此消息是否可信？                                                     

例二、假設去年高考二級統計人員共有 360人報考，錄取10人，已知                  

      考生平均分數為45.2分，標準差為 1.4分，張三分數為54分，                  

      請問張三是否錄取？                                                      

柴氏不等式最大好處是使用方便，幾乎沒有任何限制，只要有一組資                  

料存在，均可使用，但亦因如此它所計算出之結果較粗略。而為了使                  

資料簡化作業後之結果更精確，考慮以機率模式來簡化。                            

參、機率~t72;                                                                 

    由於統計主要目的在處理不確定情況，因此各種事象出現及可能                  

發生的機會就不一樣，而為衡量其出現頻率，就須應用機率運算。                    

一、隨機實驗                                                                  

    若一實驗(事件發生過程)之可能發生結果事前無法預知，此種實                  

驗就稱為隨機實驗。                                                            

    除了上述不可預知之特性外，通常隨機實驗還滿足下列性質：                    

  1.實驗所有結果可以描述出來(樣本空間Ｓ)。                                    

  2.相同結果會重覆出現。                                                      

二、機率運算                                                                  

    機率運算主要利用集合運算性質，但主要觀念還是在古典機率上。                

1.古典機率                                                                    

      古典方法主要之觀念在相對次數，即一事件Ａ發生機率係以                    

              n(Ａ)                                                           

   Ｐ(Ａ)＝────── 來定義，即以事件可能發生次數占樣本空                  

              n(Ｓ)                                                           

  間所有之可能發生次數之比例。                                                

例一、投擲一個骰子，3 ,6 出現之機率。                                         

例二、猜物品價格遊戲有四組，假設您為第四組，前三組各猜 650元                  

      、 800元、及1300元，若您估算物品價格在 600元至1400元                  

      請問您會猜多少元？                                                      
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例三、一長度為 L之線段，由中隨意選一點剪斷，試問長線段至少為                  

      短線段二倍長之機率為多少？                                              

      設長線段長 a，則短線段為 L-a，由題意知：                                

      a > 2( L-a) 則 a > 2L/3，但因線段兩端均可，故                           

              2L/3         2                                                  

      機率為─────＝ ───         ├──┼──┼──┤                  

                L          3                                                  

                                                 L                            

例四、若台北市翡翠水庫之平均高度為 200公尺，蓄水湖面呈馬蹄型                  

      試計算其可蓄水多少立方公尺？                                            

    依據古典機率的觀念，對機率的計算，給予下列之設定：                        

1.對一事件Ａ，其發生之機率Ｐ(Ａ)≧ 0                                          

2.對樣本空間Ｓ，則Ｐ(Ｓ)＝ 1                                                  

3.對二事件Ａ、Ｂ，若Ａ與Ｂ為互斥(即Ａ∩Ｂ＝φ)，則                            

  Ｐ(Ａ∪Ｂ)＝Ｐ(Ａ)+Ｐ(Ｂ)-Ｐ(Ａ∩Ｂ)                                        
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針對上述之設定，可推廣出機率的一些性質：                                      

1.對任二事件Ａ、Ｂ，若Ａ  Ｂ，則                                              

  Ｐ(Ａ)≧Ｐ(Ｂ)                                                              

2.由1.亦可得任一事件Ａ，則                                                    

    1 ≧ Ｐ(Ａ) ≧ 0                                                          

例：82年三科曾請公假之人數有 6人，請外勤之人數有 8人，而公假                  

    、外勤皆請之人數有 4人，若三科共有員工14人，則82年曾請公                  

    假或外勤之比率有多少？                                                    

二、條件機率                                                                  

    有些時候樣本空間的範圍太大，我們僅希望在一些特定的事件上                  

觀察其他事件或者是已知某事件已經發生的情況下去了解其他事件發                  

生的機率時，這種機率的計算，就稱為條件機率。                                  

如在已知Ｂ事件發生下，則Ａ事件發生的機率為：                                  

                 Ｐ(Ａ∩Ｂ)                                                   

   Ｐ(Ａ│Ｂ)＝───────     Ｐ(Ｂ)＞ 0                                  

                   Ｐ(Ｂ)       ，                                                                                                                                                                                           

例：三科同仁請假之情形如下：                                                  

     次   │  公     事      病      外       │                              

     數   │  假     假      假      勤       │                              

  ────┼─────────────────┼───                        

   股　長 │                                  │                              

   以　上 │  84     72     132      92       │ 380                          

          │                                  │                              

   股　長 │                                  │                              

   以　下 │  66    168     138      48       │ 420                          

  ────┼─────────────────┼───                        

     合   │ 150    240     270     140       │ 800                          

     計   │                                  │                              

 則1.股長以上請病假之比率有多少？                                             

        132       132/800   　 Ｐ(股長以上且請病假）                          

      ────＝─────＝─────────────                        

        380       380/800        　Ｐ(請病假者)                               

   2.在請事假中，股長以下的比率有多少？                                       

    一般在學統計者或以常理判斷，在已知一些資訊下，去獲取其他                  

資訊時會有較佳之結果，但事實上並非均為如此，如果當已知Ｂ事件                  

發生時，請問事件Ａ發生之機率Ｐ(Ａ)與條件機率Ｐ(Ａ│Ｂ)何者較                  

大？是Ｐ(Ａ│Ｂ)≧Ｐ(Ａ) 嗎？                                                 

    當對條件機率稍有了解後，就可進一步去探討它在應用上的一些                  

重要性質：                                                                    

1.Ｐ(Ａ∩Ｂ)＝Ｐ(Ａ)*Ｐ(Ｂ│Ａ)   [乘法原則]                                  

例：三科欲隨機抽選一位同仁當公差，幫所有同仁提水，因此做了14                  

    個籤其中一個有記號，並由抽中此籤者為公差，請問先抽與後抽                  

    抽中之機率是否一樣？                                                      

2.貝氏定理：                                                                  

例：人力資料調查，已知甲、乙及丙三人均審核50張調查表，依照以                  

    前審核情形，第19、20題甲判別錯誤之機率為 1％，乙為 2％，                  

    丙為 1.5％，今有一份調查表之19、20題判別錯誤，但因編號遺                  

    漏，無法得知是甲、乙、丙何人審核，請問此調查表是由乙審核                  

    之機率有多少？                                                            

   公式：若Ｂ1，Ｂ2，‧‧‧，Ｂn 滿足下列二個性質：

    Ｂ1∪Ｂ2∪‧‧‧∪Ｂn＝Ｓ

    Ｂi∩Ｂj＝φ ，對所有 i ≠ j　

  則

                       Ｐ(Ａ∩Ｂk)

     Ｐ(Ｂk│Ａ)＝────────────

                          Ｐ(Ａ)

                     Ｐ(Ｂk)*Ｐ(Ａ│Ｂk)

                ＝───────────────

                    Σ Ｐ(Ｂi)*Ｐ(Ａ│Ｂi)

解：

     令事件Ａ為調查表審核錯誤之事件，

       事件Ｂ1為甲審核之事件，

       事件Ｂ2為乙審核之事件，

       事件Ｂ3為丙審核之事件，

   則

       Ｐ(Ｂ1)＝1/3       Ｐ(Ａ│Ｂ1)＝1/100

       Ｐ(Ｂ2)＝1/3  且   Ｐ(Ａ│Ｂ2)＝2/100

       Ｐ(Ｂ3)＝1/3       Ｐ(Ａ│Ｂ3)＝1.5/100

    依據貝氏定理知在已知調查表為審核錯誤之情形下，是由乙審核

    之機率為：

                          　　　　Ｐ(Ａ│Ｂ2)

       Ｐ(Ｂ2│Ａ)＝────────────────────

                      Ｐ(Ａ│Ｂ1)＋Ｐ(Ａ│Ｂ2)＋Ｐ(Ａ│Ｂ3)

                              2/100

                  ＝───────────────

                        1/100+2/100+1.5/100

                      2       4

                  ＝───＝───

                      4.5     9

     同理
                               1/100                   2

        Ｐ(Ｂ1│Ａ)＝───────────────＝───

                         1/100+2/100+1.5/100           9

                              1.5/100                  3

        Ｐ(Ｂ3│Ａ)＝───────────────＝───

                         1/100+2/100+1.5/100           9

    若甲審核60件，乙審核40件，丙審核50件則由三人審核錯誤之機

    率又是多少？

3.獨立事件：

      所謂獨立事件係指二(或多)件事件間，某事件發生之機率不受

  其他事件已經發生影響。即

  Ｐ(Ａ│Ｂ)＝Ｐ(Ａ)  且   Ｐ(Ｂ│Ａ)＝Ｐ(Ｂ)

  則可得若

  Ｐ(Ａ∩Ｂ)＝Ｐ(Ａ)*Ｐ(Ｂ)  => Ａ與Ｂ二事件獨立。

  一般人通常會將二事件獨立與二事件互斥混為一談，這是錯誤的，

  獨立事件是一種「機率」的計算，而互斥則為「集合」的運算與機

  率無關。底下介紹一些有關獨立事件機率計算的例子：
例一：大家樂天公牌「99」、「00」不會出；本期已出過「38」，下                 

      期再出「38」的機率較小？                                               

例二：在一次50人的聚會中，至少有二個人生日是同一天的機率有多                 

      少？                                                                   

       人數 │ 10 │ 20 │ 30 │ 40 │ 50 │ 60                              

      ───┼──┼──┼──┼──┼──┼──                             

       機率 │0.12 │0.41│0.71 │0.89│0.97 │0.99                             

三、機率模式                                                                 

    機率模式主要針對下列發生狀況，以一個機率數學式子來描述：                 

簡單或基本的現象，如投擲一個銅板、骰子等。                                 

經常出現或近似的現象，如車禍的發生頻率、考試成績分布、身高                 

  體重的分布等。                                                             

由前面二類已知之機率模式，再發展出統計應用之機率模式。                     

    機率模式的好處在於以前所用來描述資料的方法仍不夠簡潔、精                 

細，如果資料發生的情況可以用一個機率式子來表示，則對資料的分                 

析，將會更深入更有效率。但是，這是理想的情況，現實狀況中，由                 

於各種發生情形錯綜複雜，可以用機率模式完全表達的少之又少，故                 

在統計學內所提及之機率模式，僅能就已發展出的加以介紹。                       

    為了使我們在研究機率模式時，能將所觀察到之現象數量化，以

方便後續分析，統計學引用所謂隨機變數( Random Variable)，即給予

樣本空間內之每一樣本一個且僅有一個實數。這個隨機變數以大寫之

英文字母來表示，而透過隨機變數所得之值以小寫之字母表示。如投

擲一個銅板，可能出現：                                                                     

  Ｓ＝｛　(正面)，(反面) ｝，可令隨機變數Ｘ做下列之定義：                    

   Ｘ( 正面 )＝ 1  ，   Ｘ( 反面 )＝ 0                                       

     ┌      ┐                  ┌      ┐                                  

     │ 正面 │       Ｘ         │  １  │                                  

 Ｓ＝│      │────────→│      │＝Ｒ                              

     │ 反面 │                  │  ０  │                                  

     └      ┘                  └      ┘                                  
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  並可用                                                                     

   Ｐ( Ｘ＝ 1 )＝ 1/2   ，   Ｐ( Ｘ＝ 0 )＝　1/2                             

    來表示投擲銅板所出現之情形及發生之機率，事實上可以更進一                 

步用                                                                         

   Ｐ( Ｘ＝χ )＝　(0.5)x * (1-0.5)1-x         χ＝0，1                         

如此對於投擲銅板或其他相同之現象就可以上述之機率模式表達。                   

底下開始介紹一些常用之機率模式：                                             

a.均勻分布( Uniform Distribution )                                           

    所謂均勻分布係指樣本空間內之每一事件發生之機率都一樣。                   

若以機率模式來表達，較常用                                                   

                    １                                                       

   Ｐ( Ｘ＝χ )＝ ───    ，    χ＝1，2，3，...，N                        

                    Ｎ                                                       
4.統計上特殊或常用的機率分配                                                  

  a.均勻分配(Uniform)                                                         

    每種可能情況發生的機率均相同。                                            

  b.伯努利分配(Bernoulli)                                                     

    發生情況分類成二種，"成功"及"失敗"，且"成功"發生機率為 p                  

  c.二項分配(Binomial)                                                        

    獨立地實施 多次伯努利發生情況，研究重點在這多次中 "成功"                  

    發生多少次。                                                              

  d.卜瓦松分配(Poisson)                                                       

    當一二項分配 n很大，p很小時的情況。                                       

  e.指數分配(Exponential)                                                     

    在一"卜瓦松發生過程"中，發生第一次所需時間。                              

  f.常態分配(Normal)                                                          

    資料發生的情況類似一種鐘形狀，很多自然界現象均類似此種                    

    分配。                                                                    

 注意:1.對大部分的研究資料而言，很少恰好是上述分配的一種，但                  

        可以透過一些轉換或假設得到更進一步的分析。                            

      2.隨機變數的定義與意義：其主要目的在於將研究事件數量化，以方便分析，日常生活中如身份證字號、淮考證號碼等均是。

底下開始介紹一些常用之機率模式：

a.均勻分布( Uniform Distribution )

    所謂均勻分布係指樣本空間內之每一事件發生之機率都一樣。

若以機率模式來表達，較常用

                    １

   Ｐ( Ｘ＝χ )＝ ───    ，    χ＝1，2，3，...，N

                    Ｎ

注意：一個機率模式一定滿足下列條件：

    Ｐ( Ｘ＝χ )≧ 0

    Σ Ｐ( Ｘ＝χ )＝ 1

      χ

例一：投擲一個骰子。

例二：由 0至 9中隨機抽取一數。

b.伯努利分布( Bernoulli Distribution )

    所謂伯努利分布係指隨機試驗之結果分成二個部分，一個通常稱

為「成功」，發生之機率為 p，另一稱為「失敗」，發生機率為 1-p

，若定義一隨機變數Ｘ為

     Ｘ( 成功 )＝ 1  ，   Ｘ( 失敗 )＝ 0

則我們可以

   Ｐ( Ｘ＝χ )＝　px * ( 1-p)1-x       ，   χ＝0，1

來表示這種發生結果僅有二種情形之事件。

例：投擲一個銅板。

例：投擲一個骰子，( 1,3,5 )為一類，(2,4,6)為一類。

                  ( 1,3 )為一類，(2,4,5,6)為一類。

                  ( 6 ) 為一類，(1,2,3,4,5)為一類。

    伯努利分布為一間斷型分布，只要隨機試驗發生之結果可以分成

二類即可以此分布分析。其期望值（平均數）為成功之機率 p，變異

數為 p*(1-p)，即

     Ｅ（ Ｘ ）＝ p

     Ｖ ( Ｘ ）＝ p*(1-p)

如以前例計算則例一之 Ｅ(Ｘ)＝ p＝1/2，

     Ｖ(Ｘ)＝1/2 *( 1- 1/2)＝ 1/4

例二可自行計算。

附註：期望值具備下列三性質：

  1.若 c 為一常數，則 Ｅ( c )＝ c 。

  2.Ｅ( cＸ )＝ c Ｅ(Ｘ)   。

  3.Ｅ( C1Ｘ1+ C2Ｘ2+...+ CnＸn )

  ＝C1Ｅ(Ｘ1)+ C2Ｅ(Ｘ2)+...+CnＥ(Ｘn)

c.二項分布( Binomial Distribution )

    若將一相同伯努利分布（發生「成功」之機率為 p）之試驗，

獨立的實施 n次，若令隨機變數Ｘ為 n次中「成功」之總次數，則

 Ｐ( Ｘ＝χ )＝ Ｃ(n,x) px * ( 1-p)n-x   ，    χ＝ 0,1,2,...,n

 Ｅ(Ｘ)＝ n*p

 Ｖ(Ｘ)＝ n*p*(1-p)

例一：高考憲法共有20問項，每個問項均為是非題，若一考生全部用

      猜的，則考及格(每題 5分，60分及格)之機率有多少？

例二：美國總統大選採選舉人票制，且若一郡為那個侯選人獲勝，則

      本郡選票全為一人所得，今有一郡在40年共10次選舉中，獲勝

      者最後都當選總統，是否可用此郡之選舉結果預測？( 假設全

      美共有 1,000郡)

d.幾何分布( Geometric Distribution )

    若將一相同伯努利分布（發生「成功」之機率為 p）之試驗，

連續獨立的實施，若令隨機變數Ｘ為至第一次「成功」所需之次數

，則

                     χ-1

 Ｐ( Ｘ＝χ )＝   ( 1-p )   * p    ，   χ＝ 0,1,2,...

其

  Ｅ(Ｘ)＝ 1/p

  Ｖ(Ｘ)＝ (1-p) /p

例：若已知每年索求統計要覽之單位以工商團體約占60％，其他單

    位占40％，當今年要覽編印完成後，直至第10位才為工商團體

    之機率有多少？

    若我們將上述Ｘ之定義：第一次發生「成功」所需次數，改為

第 r次「成功」所需次數，則

                    χ-1      χ-r

   Ｐ( Ｘ＝χ )＝ Ｃ r-1( 1-p )   * p    ，   χ＝ 0,1,2,...

  Ｅ(Ｘ)＝ r/p

  Ｖ(Ｘ)＝ r(1-p) /p

例：投擲一個骰子，六個面都出現平均需多少次？

例二：若一袋中有三個白球，四個不同色色球，今以取出放回方式

由袋中抽取一球觀察，請問平均需多少次四個色球都出現？

    上述這種分布為幾何分布之一般型，通常稱為負二項分布，除

了上面例子的應用外，在抽樣上有所謂「逆抽樣法」之應用。

e.卜瓦松分布( Poission Distribution )

    卜瓦松分布運用的情形很多，如十字路口的車禍發生事件、

商店或超市收銀口顧客進出人數 ...等，另外當二項分布之 n很

大而 n*p為一常數(假設為 u)時，其分布亦會接近卜瓦松分布。

    若令隨機變數Ｘ為一定長時間（區間）之事件發生次數，而

 u為此一定長時間之平均發生之數，則Ｘ之機率分布為：

                   -u     χ

                  ｅ  *  u

 Ｐ( Ｘ＝χ )＝ ────────   ，   χ＝ 0,1,2,...

                     χ!

  其中

        ｅ＝2.718281

      χ !＝χ(χ- 1)(χ-2)...2*1

  如   6 !＝6*5*4*3*2*1=720

  Ｅ(Ｘ)＝ u

  Ｖ(Ｘ)＝ u

例：已知本科每日上班在 7：50 至 8：20 之間到辦公室之人數

    為一卜瓦松分布且依以前資料知此段時間內到達之同仁平均

    有 5人，問有一上班天都沒有一人於此段時間到達之機率？

例：前面二項分布所提美國總統大選採選舉人票制，且若一郡為那

    個侯選人獲勝，則本郡選票全為一人所得，今有一郡在40年共

    10次選舉中，獲勝者最後都當選總統，假設每一郡均為隨機投

    票下，至少有一郡產生上述結果之機率。

f.超幾何分布( Hypergeometric Distribution )

    超幾何分布與前所提伯努利、二項、幾何 ...等分布最大之不

同處在於超幾何分布是由不放回抽樣(非投返法)所得，假設一袋中

有白球 Ｎ1個，黑球 Ｎ2個，Ｎ1＋Ｎ2＝Ｎ，若由袋中以不放回方

式抽出 n個球，令隨機變數Ｘ為 n球中白球之個數，則

                   Ｎ1       Ｎ2

                 Ｃ χ  *  Ｃn-χ

 Ｐ( Ｘ＝χ )＝ ────────   ，   χ＝ 0,1,2,...,n

                    　　Ｎ　　　　　

                     Ｃ  n

               Ｎ1

  Ｅ(Ｘ)＝ Ｎ*──＝ＮＰ

               Ｎ

             Ｎ- n

  Ｖ(Ｘ)＝ ─────*ＮＰ(１－Ｐ)

             Ｎ- 1

    由於超幾何分布係由不放回方式而得，此與抽樣調查之方式一

致，故此分配在抽樣方法中會有更詳盡的介紹，一般超幾何分布之

應用例子在計算生物個數。

例：翡翠水庫內共有多少魚。

    計算方式：

  1.首先在水庫中補魚，假設補到 Ｎ1條魚，作上記號，再放回水

    庫中。

  2.待魚均勻散佈在湖中後，再次補魚，假設補到 n條魚，其中有

    記號的魚有χ條。

  3.若水庫中有Ｎ條魚，則可以

       Ｎ1       χ

     ─── ＝ ───    ＝＞   Ｎ＝Ｎ1* n*χ

       Ｎ         n

g.指數分布( Exponential Distribution )

    指數分布乃緣於卜瓦松分布，在卜瓦松分布中我們考慮於一卜瓦

松過程下，欲研究的為在單位時間或區間內事件發生之次數，現將研

究的對象改為發生第一次事件所需要之時間，若定義隨機變數Ｘ為在

卜瓦松過程下，發生第一次事件所需時間(或區間)，則

                  -uχ

 ｆ（χ）＝    u ｅ               χ＞0

                              ，

  其中 u為卜瓦松過程下，單位時間內平均發生次數。

證明：

                                     ├──┼───────┤

   令Ｙ為( 0,χ )時間內                0     χ
                                           χ

發生事件次數，則Ｙ為卜瓦松分布，平均發生次數為 uχ，

且

   Ｐ（Ｘ≦χ )＝ 1 － Ｐ（Ｘ≧χ )

               ＝ 1 － Ｐ（Ｙ＝ 0 )

                          -uχ        0

                         ｅ    * (uχ)

               ＝ 1 － ────────

                             0!

                        -uχ

               ＝ 1 － ｅ

                      d

 ＝＞    ｆ（χ）＝  ──  Ｐ（Ｘ≦χ )

                     dχ

                          -uχ

                 ＝    u ｅ               χ＞0

                 　　                 ，

    又因Ｘ為連續性之隨機變數，而 u為間斷型之發生次數，故將

 u以 1/θ代替，此時

                      1     -(1/θ)χ

          ｆ（χ）＝ ──  ｅ

                      θ               ， χ＞0

    θ 為每發生一次平均所需時間。

        Ｅ(Ｘ)＝ θ

        Ｖ(Ｘ)＝ θ

例一：某機器之壽命為服從指數分布，且平均壽命為 5年，試問此

      機器在 2年之內即故障之機率？

例二：在公車站等待公車之過程服從卜瓦松過程，假設每６分鐘一

      班公車，請問到站後等待超過10分鐘之機率？

h.常態分布( Normal Distribution )

    常態分布又稱為鐘型分布或高斯分布，在日常生活中的一些現

象均與此分布極類似，故在統計學中為最重要之分布。其機率分布

為

                           χ－μ   2             │

              1   -(1/2)(─────)              │

ｆ（χ）＝ ───ｅ          σ                   │

            2πσ                ，               │

                                        ─────┴──────

-∞ <χ< ∞  ，  -∞ <μ< ∞ ，  σ> 0

      Ｅ(Ｘ)＝ μ

      Ｖ(Ｘ)＝ σ2
例：若某次考試成績為服從平均數μ＝72，標準差σ＝ 4之常態分

    布，請問成績及格之比例？

     Ｐ（Ｘ≧60 )＝

    由上例知，若μ，σ改變，則每次均需重覆利用積分計算發生

之機率，為改善這種情況，利用下述標準化之定理，則可省掉很多

計算過程。

定理：

      若Ｘ～Ｎ（μ，σ2　），令新變數

         Ｘ－μ

   Ｚ＝──────  ，則Ｚ～Ｎ（0 ,1），稱為標準常態分布

           σ

    有了上述定理後，任何之常態分布機率均可利用標準常態表

查表得到。

例：Ｘ～Ｎ（ 72 , 16），則

                        Ｘ－72        60－72

   Ｐ（Ｘ≧60 )＝ Ｐ（───── ≧ ─────）

                           4             4

               ＝ Ｐ（   Ｚ  ≧  - 3　）

               ＝  １

 若 Ｘ～Ｎ（ 2 , 1），則

                       Ｘ－2         0－2

   Ｐ（Ｘ≧0 )＝ Ｐ（───── ≧ ─────）

                          1            1

              ＝  Ｐ（   Ｚ  ≧  - 2　）

              ＝

由上面例子可以知在常態分布中標準化定理可簡化很多機率計算問題。

事實上任何常態分布之線性組合仍為常態分布：

例：若Ｘ具有Ｎ( c1 , d1 ) Ｙ具有Ｎ( c2 , d2 ) 則

     aＸ＋bＹ～Ｎ( c1+c2 , d1+d2+2cov(Ｘ,Ｙ) )
肆、估計

    前面所討論的主要在於如何去了解一個母體，或去敘述各個現

象可能發生的機率... 等，為敘述統計的部分，至於估計或檢定則

是在一有效的抽樣結果下(通常是隨機抽樣)且在已知母體是何種分

配，但重要參數( parameters )無法確定情況下，如何去分析、推

論這些參數，我們要介紹的是估計與檢定。

前提：手中已握有一組來自具有機率分配ｆ（χ；θ）母體之隨機

      樣本Ｘ1,Ｘ2,...,Ｘn ，並且利用這組(Ｘ1,Ｘ2,...,Ｘn)

      去估計、檢定未知之參數θ。

一、如何估計未知參數的方法

    統計學內估計的方法主要有三種：

  1.最大概似估計法 ( Method of Maximun Likelihood )

  2.最小平方法 ( Method of Minimun Least Square )

  3.動差法 ( Method of Monments )

    其中最經常用到的為最大概似估計法，而最小平方法在迴歸分

析中有詳盡的介紹，至於動差法一般則是前述二法無法估算時，方

派上用場。

最大概似估計法

例一：若一箱中有白、紅球各若干，已知共有12顆球，今由箱中以

取出放回方或抽取四球觀察，結果有三紅球、一白球，請估計箱中

紅、白球各有多少個？

Ans:9個(為什麼？)
例二：若欲知道支持台北市市長侯選人陳水扁之計程車有多少輛，

假設是由 1號開始編號，今在街上隨機取得 5輛支持計程車，且號

碼分別為 124, 652, 65, 372, 266 請問支持之計程車共有幾輛？

Ans:652輛(why?)

    由例一例二可知，最大概似估計法所要表達的觀念在於對所有

可能發生的參數值(即所謂參數空間)，找到一個值使得「當未知參

數真的為此值時，觀察到這組已在手中之隨機樣本之機率最大。」

    通常，觀察到這組資料或隨機樣本之機率會與未知之參數有關

，並且為

    Ｐ（Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn )

  ＝Ｐ（Ｘ1＝χ1）* Ｐ（Ｘ2＝χ2）...Ｐ（Ｘn＝χn）

  ＝Ｌ（θ)

                                                  ︿

  Ｌ（θ) 特稱為概似函數。而最大概似法即在於找到一θ

使得

        ︿

    Ｌ（θ） ＝　Ｍax Ｌ（θ）
    前面所提之二個例子，一為二項分配，一為間斷型均勻分配：

解：

 一、

      Ｐ（Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χ4 )

  ＝　P  * ( 1 - P )     ( P為紅球出現機率 )

  ＝  P  -  P2
 則欲     Ｍax Ｌ（ P )

    d  Ｌ（ P )

  ───────＝ P  * ( 3 - 4 P ) ＝ 0

      d  P

  則   P ＝ 0 (不合) 或   P ＝  3/4

   P ＝  3/4  為紅球出現機率，即箱中有 9個紅球時使得觀察到

 3 紅 1 白之機率最大。

二、

   假設共有Ｎ部計程車

                  1    　           d Ｌ（Ｎ）        1

    Ｌ（Ｎ）＝( ───)    =>    ────── ＝ -5( ──)

                  Ｎ                 d　Ｎ            Ｎ

    以微積分方法無法解得最大值，另分析：

    欲

        Max Ｌ（Ｎ）  即  Min  Ｎ

                    1

    因  ｆ（χ）＝ ──    ，    χ= 1,2,...,Ｎ

                    Ｎ

    故任何χ均須小於Ｎ，即 Max χ ≦ Ｎ

  所以   Ｎ 最少為　Max χ ，以 5個資料而言，估計Ｎ ＝ 652

  其他特殊分配參數之最大概似估計式亦可以上述觀念求出。

動差法

    **  動差法主要在於假設 n個資料每個出現之機率均相等且為

        Ｐ（ Ｘ＝χi）＝──    ,  χ=1,2,...,n

                          n

   則

                          　       Σ χi

        各階動差    Ｅ（Ｘ　）＝──────

                                     n

        故以

                  χ ──＞  Ｅ（Ｘ）

                  Σ χi

                ────── ──>  Ｅ（Ｘ ）

                     n

    假設我們已經知道如何應用統計上所提到之估計方法找到估計

值，但由於估計方法的不同，將產生如何判斷那一個估計值較好的

問題，為解決此新的難題，在統計上，我們認為一個好的估計值應

具有一些優良的性質，一般來說有：

  1.充分性(Sufficience)

  2.不偏性(Unbiase)

  3.有效性(Efficience)

  4.一致性(Consistence)

底下分對這幾個性質加以說明：

1.充分性(Sufficience)：

    所謂充分性乃在於當估計一未知參數θ時，由原隨機樣本所構

          ︿   ＿

成之估計式θ(例Ｘ，Ｓ，Max Ｘ，...) 其獲取有關θ之資訊，若

與原隨機樣本(Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn ) 沒有差異時，就

  ︿

稱θ對欲估計之參數θ具有充分性。

例：市長選舉，設投票選黃市長為 1，其他為 0，則對於黃市長是

否當選這個參數，如

                 ˍ

      ΣＸi  ，  Ｘ  均為具有充分性之估計式

           ˍ

因為ΣＸi，Ｘ所能知道黃市長是否當選的資訊與（ Ｘ1＝1,Ｘ2=0,

                                 ˍ

..Ｘn＝1) 完全一樣，故ΣＸi  ，  Ｘ  均具有充分性，事實上

(Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn ) 亦具有充分性，惟因其所需了

解之事項較多( n項) ，較少使用。

    綜合以上，可知充分性乃是一個估計式(值)最少應具備之性質

，因為若缺少了充分性，則原本可知道有關未知參數之資訊(由Ｘ1

，Ｘ2，...,Ｘn得知) 即浪費了，因此在應該知道的資訊絕不輕易

放棄下，充分性就格外顯得重要了。

    至於在數理上，統計學給予充分性如下之定義：

定義：

    若已知(Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn ) 為一組來自具有機

率分配ｆ（χ；θ）母體之隨機樣本，其中θ為待估計之參數，假

  ︿

設θ為(Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn ) 所構成函數以估計θ，

            ︿

若滿足在給定θ之條件下，(Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn ) 之

條件機率分配

              ︿                                      ︿

  ｆ（χ；θ│θ）＝Ｐ（Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn│θ）

              　　                                    ︿

                    Ｐ（Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn，θ）

                  ＝───────────────────

                                  ︿

                              Ｐ（θ）

            ︿

與θ無關，則θ即為一具有充分性之估計式(值)。

例：若(Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn ) 為一組來自伯努利分配

，成功機率為 P之隨機樣本，試證明ΣＸi為 P之一充分性之估計式。

證明：

　　                    Ｐ(Ａ∩Ｂ)         ︿

 因     Ｐ（Ａ│Ｂ）＝─────── ，    θ＝ΣＸi

                          Ｐ(Ｂ)

 故

    Ｐ（Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn│ΣＸi＝ y）

     Ｐ（Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn，ΣＸi＝ y）

 ＝──────────────────────────

       　　　   Ｐ（ΣＸi＝ y）

     Ｐ（Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn，ΣＸi＝ y）

   ──────────────────────── ， Σχi＝ y

                Ｐ（ΣＸi＝ y）

＝

                    0                                  Σχi＝ y

 當  Σχi＝ y

      Ｐ（Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn，ΣＸi＝ y）

    ────────────────────────

                 Ｐ（ΣＸi＝ y）

  　　　　Ｐ（Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn）

 ＝   ─────────────────────

                       y        n-y

            Ｃ(n,x)    P * ( 1-P )

      χ1       1-χ1   χ2       1-χ2     χn       1-χn

     P  * ( 1-P )    * P  * ( 1-P )    *...P  * ( 1-P )

 ＝────────────────────────────

                             y        n-y

                  Ｃ(n,x)    P * ( 1-P )

                           - 39 -

           Σχi          n-Σχi

          P      *  ( 1-P )

 ＝───────────────────────

                         y        n-y

            Ｃ(n,x)      P * ( 1-P )

        1

 ＝──────  與 未知參數 P 無關，故ΣＸi為一具充分性之

       Ｃ(n,x)
 估計式。

附註：上面的作法，第一的反應就是要判別一個估計式是否具充分

      性都需如此繁複的計算嗎？答案當然不是！事實上要判別是

      　

      否具充分性有其他定理可用：

分解定理：

     對未知參數θ，若一隨機樣本之發生機率滿足

  Ｐ（Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn）

＝Ｇ（ Ｔ（χ1，χ2，...，χn）；θ）*  Ｈ（χ1，χ2，...，χn）

其中

Ｇ為一估計式Ｔ（χ1，χ2，...，χn）與θ構成之函數，Ｈ則為

與θ無關由χ1，χ2，...，χn構成之函數。則對估計θ而言，

Ｔ（χ1，χ2，...，χn）具充分性。
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例如上述伯努利分配例子，由定義已證明ΣＸi具充分性，依分解定理

 Ｐ（Ｘ1＝χ1,Ｘ2=χ2,...Ｘn＝χn；P）

     Σχi           n-Σχi

＝  P       *  ( 1-P )

可令

 Ｇ（ Ｔ（χ1，χ2，...，χn）；P）

      Σχi           n-Σχi

＝   P       *  ( 1-P )        ，       Ｔ＝Σχi

 Ｈ（χ1，χ2，...，χn）＝ 1

故

         Ｔ＝Σχi   具充分性。
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2.不偏性(Unbiase)

    所謂不偏性係指就長期而言，若一估計式(值)之平均數正好等

於欲估計之參數，則稱此估計式具有不偏性，即

  ︿

若θ為θ之一估計式，若

          ︿

      Ｅ（θ）＝θ ，則θ就具有不偏性。

例：以前面伯努利分配而言，因

        ˍ         ΣＸi        1

    Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（────）＝──（ Ｅ（Ｘ1）＋...＋Ｅ（Ｘn））

                     n          n

                 1

            ＝ ──（ P + P + ...+ P) ＝ P

                 n

        ˍ

     故 Ｘ 具不偏性。 另

     Ｅ（Ｘ1）＝ P  (第一個觀察值亦來自伯努利分配，故期望值為 P)

           1

     Ｅ（──(Ｘ1＋Ｘ2））＝ P

           2

                                 　　　　 　ˍ

   所以Ｘ1及1/2（Ｘ1+Ｘ2）均具不偏性。但已知Ｘ具充分性，而Ｘ1及

   1/2（Ｘ1+Ｘ2）並未具充分性，可知單由不偏性無法很有效看出估計

   式的好壞，底下例子更說明了這個現象：

    ︿   ︿                                ︿        ︿

例：θ1，θ2均用來估計θ，由右           │θ1－θ │θ2－θ

        ︿                       ────┼────┼────

    表知θ1與θ之誤差僅為 1或     P＝1/2 │   1    │   100

          ︿               ︿            │        │

    -1，而θ2為 100及-100，θ1    P＝1/2 │  -1    │  -100

            ︿                           │        │

    明顯優於θ2，但

     ︿                                   ︿

 Ｅ（θ1－θ）＝ 1/2*1＋1/2*(-1)＝0 ＝Ｅ（θ1）－θ

     ︿                                       ︿

 Ｅ（θ2－θ）＝ 1/2*100＋1/2*(-100)＝0 ＝Ｅ（θ2）－θ

   ︿   ︿

 即θ1，θ2均具有不偏性，故由不偏性反而無法判別優劣，為改

 善上面出現之缺點，再多加考慮另一性質，即有效性。

3.有效性(Efficience)

    由不偏性所產生之缺點在於無法判別資料之離散程度，因此除

                                                    ︿

了不偏性外，應再考慮估計式之變異數，以上面例子觀察，θ1 及

︿                          ︿              ︿

θ2 均具不偏性，但若計算Ｅ（θ1－θ）及Ｅ（θ2－θ）則可避

                        ︿             ︿

免正負抵消的問題，而Ｅ（θ1－θ）＝Ｖ（θ1）＝1*(1/2)+1*(1/2)＝1

    ︿

Ｅ（θ2－θ）＝10000*(1/2)+10000*(1/2)＝10000 馬上可比較出

︿   ︿

θ1及θ2之好壞，故一不偏估計式的變異數越小則越好，並給予下

列定義：

    一不偏估計式具有效性，則此估計式之變異數是所有不偏估計

中最小者。

    由於不偏估計式有太多個，找出一個具有最小變異數之不偏估

計並不容易，實務上我們通常比較相對有效性：

      ︿   ︿                   ︿          ︿       ︿

    若θ1及θ2均具不偏性，且Ｖ（θ1）＜ Ｖ（θ2），則θ1

稱具相對有效性。

                                    ︿

    有時候，我們會踫到兩難的情況，即θ1 為不偏但變異數較大

  ︿

而θ2 非不偏但變異數較小，此時改採均方誤(Mean Square Error)

比較二估計式的好壞。

  ︿                     ︿         ︿

  θ1 之均方誤為 ＭＳＥ（θ1）＝Ｅ（θ1－θ）2
  ︿                     ︿         ︿

  θ2 之均方誤為 ＭＳＥ（θ2）＝Ｅ（θ2－θ）2
均方誤在於計算估計式與未知參數長期二者誤差平方的平均數為多少

，因此對一估計式來說，其均方誤越小越好。而欲計算出均方誤只需

依照期望值的定義計算即可，或依底下分解亦可簡化計算過程：

          ︿         ︿

  ＭＳＥ（θ1）＝Ｅ（θ1－θ）2
                     ︿       ︿         ︿

               ＝Ｅ（θ1－Ｅ（θ1）2＋Ｅ（θ1）－ θ）2
                     ︿       ︿             ︿

               ＝Ｅ（θ1－Ｅ（θ1））2＋（Ｅ（θ1）－θ）2
                         ︿       ︿            ︿

                 ＋2 Ｅ（θ1－Ｅ（θ1））*（Ｅ（θ1）－θ）

               ＝Ｖ（θ1）＋（Ｅ（θ1）－θ）2
               ＝θ1之變異數＋ （ 偏　誤　）2
   4.一致性(Consistence)

    所謂一致性乃在於當樣本個數 n趨近於極大時(類似普查)，若

估計式(值)之結果與未知參數一樣或誤差在一可容許的範圍內，就

稱此估計式具有一致性。依上面說明，一致性大致可分為在抽樣上

及統計機率上之定義：

(1)抽樣上：

             ︿             ︿        ︿

   若一估計式θ在 n─>Ｎ時，θ＝θ，則θ稱具有一致性。

                    ˍ   1

例：母體的未知參數為Ｘ＝──ΣＸi，則

                         Ｎ

    估計式   a. Ｘ1

             b. 1/2(Ｘ1+Ｘ2)

             c. Med(Ｘ1,Ｘ2,...,Ｘn)

                _     1

             d. X ＝──ΣＸi

                      n

             _     1

     僅有 d. X ＝──ΣＸi  為具有一致性，因當 n─>Ｎ時

                   n

     _    ˍ

     X ＝ Ｘ。
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(2)統計機率上：

             ︿

   若一估計式θ在 n─>∞時，滿足

           ︿

     Ｐ（│θ－θ│＜ε）＝ 1 ，對任一極小正數ε而言。

   ︿                                 ︿

 則θ就稱具有一致性。亦即在 n─>∞時，θ－θ之值在 -ε

 及 +ε之間的機率為 1。

                                 在誤差範圍內有

                    │. .  │  . │↙ 無窮多個。

 在誤差範圍         │ . . │...  │

 外僅有有限  ↘ .    │...  │. .  │ .

 個。            .   │ . .. │  . │

                    .│ ..  │ . . │        ︿

               ───┴──┼──┴────θ－θ

                   -ε    │0   +ε

  若一估計式滿足上述性質，就可稱具有一致性(在統計機率上)。

區間估計(Confidence Interval)

    前面所敘述之估計方法一般稱為點估計方法，即對於未知之參

數以一個數值來估計，其令人懷疑之處在於可信度有多高，與未知

參數之差距有多大，縱使在我們已知具有一些好的性質下。

    針對以上的不足，故有區間估計(或信賴區間)的產生，所謂區

間估計乃尋找一個區間使得這個區間包含未知參數之機率有一信賴

度 1-α ，並稱此一區間為未知參數之( 1-α) 100 ％信賴區間。

    找尋信賴區間的方法主要按照下列步驟：

                          ︿

1.找一個具有充分性之估計式θ。

            ︿                          ︿

2.找到一個由θ與未知參數θ合成之函數Ｇ（θ，θ），並且此函

  數之分配必須已知或可以求得。

          ︿

3.利用Ｇ（θ，θ）求得未知參數θ之信賴區間。

例：若隨機樣本Ｘ1,Ｘ2,...,Ｘn為來自Ｎ（μ，1），試求μ之

    95％信賴區間。

         ˍ

 解：已知Ｘ為μ之充分性估計式，且

      ˍ            1

      Ｘ～Ｎ（μ，──）

                    n

     則我們希望找到一 L 及 U使得

    Ｐ（ L < μ < u）＝ 0.95

 因為若取對稱值，則

                     ˍ

                     Ｘ －μ

     Ｐ（ -1.96 <  ────── < 1.96）＝ 0.95

                       1/n
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 同理

          ˍ                     ˍ

     Ｐ（ Ｘ－ 1.96*(1/n) < μ < Ｘ＋ 1.96*(1/n)）＝ 0.95

 故     ˍ                      ˍ

     L＝Ｘ－ 1.96*(1/n)   ， U＝Ｘ＋ 1.96*(1/n)

 即   ˍ               ˍ

   （ Ｘ－ 1.96*(1/n)，Ｘ＋ 1.96*(1/n)）為μ之95％信賴區間。

    現實情況中，由於步驟 2.之情形很難達到，因此較好求得信賴

區間之情況為隨機樣本Ｘ1,Ｘ2,...,Ｘn為來自常態分配或利用加

大樣本數以中央極限定理來求得步驟 2.之函數分配，這亦為一般

統計課本中僅介紹上述二種情況之區間估計的原因。

    另外需提的是，所求之信賴區間，我們希望其信賴度(即 1-α)

越高越好，而區間之長度越短越好，在上面常態例子中，取的是對

稱(即二邊均為 0.025)情況，實際上可取的情況有無窮多種，如一

邊為 0.01 一邊為 0.04 等，而一般均取對稱原因為此時在 1-α下

其區間長度會最短。
附註：

(中央極限定理)

    若Ｘ1，Ｘ2，...，Ｘn為一組來自具有 ｆ（χ），平均數為

μ，變異數為σ 之隨機樣本，則當樣本數 n─> ∞時，

            __

            Ｘ － μ        ΣＸi － nμ

     Ｗ＝ ────── ＝ ────────  ～ Ｎ( 0 ,1)

            σ/  n             n  σ

例：前面二項分布所提美國總統大選採選舉人票制，且若一郡為那

    個侯選人獲勝，則本郡選票全為一人所得，今有一郡在40年共

    10次選舉中，獲勝者最後都當選總統，假設每一郡均為隨機投

    票下，至少有一郡產生上述結果之機率。

例：台灣電力公司因油價下跌，每月可節省發電成本 200萬元，為

回饋用戶，擬將現有82萬用戶電費不足一元部分全部不收費，請問

這項政策在不超過 200萬元的前提下是否可行？

伍、檢定(Testing Hypothesis)
    檢定亦為統計推論的一部分，乃先假設母體的未知參數屬於某

一種情況(此假設即稱虛無假設以Ｈo表示) ，與此假設對立之情況

則另一假設稱對立假設(一般以Ｈa或Ｈ1表示)。檢定的做法即在於

根據隨機樣本(Ｘ1,Ｘ2,...,Ｘn)如何接受虛無假設(亦可說拒絕對

立假設)或拒絕虛無假設(接受對立假設)。

    首先需說明的是到底虛無假設與對立假設應該如何設立，兩個

互相對調可以嗎？由於至目前為止，整個檢定推論的理念仍基於黎

曼─皮爾生的構思與理論，因此假設之設立乃依其理論以「欲拒絕

的事象」設為虛無假設，實務上我們可以將虛無假設與對立假設互

調，若二種檢定結果不矛盾，則依檢定結果，若矛盾，則係樣本之

個數不夠多，無法顯示虛無假設與對立假設之差別，故可以增加樣

本數重新檢定處理。另外需說明的是，在統計學裡，"＝"是設在虛

無假設內，原因說明如下。

    由於在檢定是否拒絕虛無假設時，可能發生的錯誤為下列情況：

1.當虛無假設為正確時，卻拒絕虛無假設。

2.當虛無假設為錯誤時，卻接受虛無假設。

第一種誤差我們稱型Ⅰ誤差(Type Ⅰ error)

第二種誤差則稱為型Ⅱ誤差(Type Ⅱ error)

而型Ⅰ誤差發生的機率特別稱為α，型Ⅱ誤差發生的機率則稱β，

整個統計檢定作業即在於考量如何讓α及β較小情況下，決定是否接

受或拒絕虛無假設。不過天下事很難可以兩全其美，因為α與β存在

底下關係：

(1)若欲α下降，則β就上升

                             (註：α+β≠ 1)

(2)若欲β下降，則α就上升

(3)若欲α及β均下降，則需提高樣本數(增加成本)

此時我們可考慮採行之決策方式：

(1)找到一個檢定方式其α及β均最小。

(2)找到一個檢定方式其α+β為最小。

(3)在所有第一型誤差發生機率固定為α之檢定中，找出其中β最小

   之檢定。

(4)在所有第二型誤差發生機率固定為β之檢定中，找出其中α最小

   之檢定。

    上述四種決策方式均甚合理，惟由α與β關係，在不增加預算

下，(1)及(2)均無法達成，而黎曼-皮爾生二位學者則證明在(3)下

可以找到一個標準作業方式，以尋找出較佳之檢定方式。即可以在

所有固定α之檢定中找到一個β最小之檢定。但這並不表示(4)就

沒有用處，有些研究即在探討有那些集群可以滿足固定β下，α

最小之檢定。

    也就因為至目前為止，黎曼-皮爾生的檢定作業方式或邏輯概

念乃是整個檢定的主軸，故在虛無假設的設定上，亦受了固定α求

β越小的限制(欲拒絕的事象設為虛無假設)，且因固定α，則"="

就一定需設在虛無假設內，甚至於以區間估計方式求解檢定問題時

同樣的觀念亦會影響分析的結果。

黎曼－皮爾生定理( Lemmen-Pearson Lemma)

    對於一虛無假設Ｈo：θ＝θo ；對立假設Ｈa：θ＝θa，

若隨機樣本(Ｘ1,Ｘ2,...,Ｘn)來自ｆ（χ；θ），且若樣本空間

之一部分集合Ｃ，用以拒絕Ｈo，滿足：

      L(χ1,χ2,...,χn；θo)

1.   ────────────≦ k ，  當(χ1,χ2,...,χn)εＣ

      L(χ1,χ2,...,χn；θa)

2.  Ｐ（(χ1,χ2,...,χn)εＣ│θ＝θo)＝α

則對另一檢定當(χ1,χ2,...,χn)εＤ拒絕Ｈo，且滿足

    Ｐ（(χ1,χ2,...,χn)εＤ│θ＝θo)＝α

而言，

 β＝Ｐ（(χ1,χ2,...,χn)εＣ│θ＝θa)

   ≦Ｐ（(χ1,χ2,...,χn)εＤ│θ＝θa)

即以(χ1,χ2,...,χn)εＣ拒絕Ｈo之檢定對其他第一型誤差發生

機率亦有α之檢定而言，其具有最小之第二型誤差發生機率。

例：一袋中共有10個球，紅、白、黑球分配如下：

                  │      │      │

                  │ θ1   │ θ2    │ θ3
            ───┼───┼───┼────

              紅  │  6   │  1   │  1

                  │      │      │

              白  │  2   │  5   │  1

                  │      │      │

              黑  │  2   │  4   │  8

                  │      │      │

            ───┴───┴───┴────

    今由袋中抽出一球觀察，試檢定下列假設：

  (1) Ｈo：θ＝θ1
                    在 α＝ 2/10時

      Ｈa：θ＝θ2
  (2) Ｈo：θ＝θ1
                            在 α＝ 2/10時

      Ｈa：θ＝θ2 或 θ＝θ3
    上述問題是對於釐清檢定觀念很好的例子，事實上整個檢定主要概念建

立在最大概似(概度比檢定亦同)，即比較在已觀察資料下，來自虛無假設與對立

假設的機率孰高，較高者就認定其較有可能來自那個假設狀況。

陸、無母數統計(Nonparameter Statistics)

1.卡方檢定

2.Sign 檢定

3.Sign-Rank 檢定

4.Run 檢定

5.K-w 檢定

6.其他無母數方法

柒、貝氏估計(Baysian's Estimation)

    貝氏估計與傳統古典估計方法最主要的差異，在於古典統計估計中，

母體未知參數係為一"定數"，並藉由一系列方法測知此定數的相關訊息。

而貝氏估計為因應現實中，母體未知參數會隨時空改變，並非一固定不變

之常數，若假設母體未知參數本身會服從某種分配下，此時可利用貝氏估

計方法來估計未知之參數。

    假設 X1，X2，...，Xn係來自具有機率分配為 f(χ；θ)母體之隨機

樣本，且θ~ g(θ；μ)，此時利用條件機率的一些性質可得到下列結果：

已知：

          f(χ，θ)=  f(χ；θ) * g(θ；μ)

                   = f(χ︳θ) * g(θ；μ)

     則  h(θ︳χ)= f(χ，θ) / t( χ)

    假設我們希望估計之條件變異數最小，則最佳之估計為事後分配之條

件期望值。有些時候亦有要求最大損益極小化(Minimax)性質，惟其估計較

難計算，請參考其他決策理論或數理統計書籍。

例：若 X1，X2，...，Xn係來自poisson(λ)之隨機樣本，且已知λ~U(0,1)

   則在條件變異數最小下，λ之最佳估計式為何?
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